
xs



xr



0 ≤ t ≤ T



c(x)



ρ(x)



Ps(x, t)



[
1

c(x)2ρ(x)

∂2

∂t2
−∇·

(
1

ρ(x)
∇
)]

Ps(x, t) = fs(t)δ(x− xs)δ(t),



fs(t) = ∇·[f(t)/ρ(xs)],



f(t)



Ps(x, t)|z≤0 = 0, Ps(x, t)|t≤0 = 0, and
∂2

∂t2
Ps(x, t)

∣∣∣∣∣
t≤0

= 0,



z = x1



x



P



∂Ω



Vmax



T



the surface ∂Ω



=



{x | z = 0 or ‖ x ‖= TVmax},



for the region Ω



{x | z ≥ 0 and ‖ x ‖≤ TVmax}.



Ps(x, t)|x∈∂Ω = 0.



∫ T

0

∫
Ω

{[
1

c(x)2ρ(x)

∂2

∂t2
−∇·

(
1

ρ(x)
∇
)]

Ps(x, t)− fs(t)δ(x− xs)δ(t)

}
q(x, t) dx dt = 0,



H2



q(x, t)



q



Drs(t)



ρ



c



fs(t)



J [ρ, c, fs]



1

2

∑
r,s

∫ T

0

[
Drs(t)−

1

ρ(xr)

∂P (xr, t)

∂z

]2

w(t)dt



1

2

∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]2

δ(x− xr) dxw(t) dt.



w(t)



s



w(t)



∫ T

0

∫
Ω
q(x, t)L1[m(x, t)]Ps(x, t) dx dt = 0, ∀q(x, t).



where m(x, t) = [c(x), ρ(x), fs].



m(x, t)



L1



1/c2ρ



1/ρ



fs



m



J [m(x, t)] =
1

2

∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
{Drs(t)− L2[m(x, t), t]Ps(x, t)}2 δ(x− xr) w(t) dx dt.



δm



δPs



∫ T

0

∫
Ω
qL1δPs dx dt = −

∫ T

0

∫
Ω
q∇m(L1P ) · δm dx dt, ∀q.



∇mG(m) · δm =
d

dε
G(m + εδm)

∣∣∣∣∣
ε=0

, where G(m) = L1P,



∇m(L1P )



a



b



L∗



L



< a|Lb >a=< L∗a|b >b



< q1|q2 >q



∫ T

0

∫
Ω
q1(x, t)q2(x, t) dx dt,



< P1|P2 >P



∫ T

0

∫
Ω
P1(x, t)P2(x, t) dx dt, and



< m1|m2 >m



∫
Ω
m1(x)m2(x) dx.



∫ T

0

∫
Ω
δPsL

∗
1q dx dt = −

∫
Ω
δm

∫ T

0
[∇m(L1P )]∗q dt dx, ∀q.



L∗1



J



L2



−δJ



∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δ(x− xr)(Drs(t)− L2Ps)L2δPs w dx dt



+



∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δ(x− xr)(Drs(t)− L2Ps)∇m(L2Ps) · δm w dx dt



∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δPsL

∗
2[δ(x− xr)(Drs(t)− L2Ps) w] dx dt



∑
r,s

∫
Ω
δm ·

∫ T

0
[∇m(L2Ps)]

∗[δ(x− xr)(Drs(t)− L2Ps) w]dt dx.



δP



∫ T

0

∫
Ω
δPL∗1q dx dt =

∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δPL∗2[δ(x− xr)(Drs(t)− L2P ) w] dx dt.



L∗1q =
∑
r,s

L∗2[δ(x− xr)(Drs(t)− L2P )w].



δJ



∫
Ω
δm

∫ T

0
[∇m(L1P )]∗q dt dx



−



∑
r,s

∫
Ω
δm

∫ T

0
[∇m(L2P )]∗[δ(x− xr)(Drs(t)− L2P )w] dt dx.



m(x)



∇mJ [m(x)] =
δJ

δm

∣∣∣∣∣
m(x)



∫ T

0
[∇m(L1P )]∗q dt



∑
r,s

∫ T

0
[∇m(L2P )]∗[δ(x− xr)(Drs(t)− L2P )w] dt.



{xr}



min
α
J [mn + α∇mJ(mn)], and mn+1 = mn + α∇mJ(mn).



mn+1



−δJ [ρ, c, fs]



−
∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δ(x− xr)

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]
1

ρ(x)

∂

∂z
δPs(x, t) dxw(t) dt



∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δ(x− xr)

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]
∂Ps(x, t)

∂z

δρ(x)

ρ(x)2 dxw(t) dt.



z



−δJ [ρ, c, fs] =
∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δPs(x, t)

∂

∂z

{
δ(x− xr)

1

ρ(x)

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]}
dxw(t) dt



+
∑
r,s

∫ T

0

∫
Ω
δρ(x)

{
δ(x− xr)

1

ρ(x)2

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]
∂Ps(x, t)

∂z

}
dxw(t) dt.



δPs(x, t)





∫ T

0

∫
Ω

[
1

c(x)2ρ(x)

∂2

∂t2
−∇·

(
1

ρ(x)
∇
)]

δPs(x, t) dx dt



∫ T

0

∫
Ω
q(x, t)

[
1

c(x)3ρ(x)

∂2Ps(x, t)

∂t2

]
δc(x) dx dt



∫ T

0

∫
Ω
q(x, t)

{
1

c(x)2ρ(x)2

∂2Ps(x, t)

∂t2
−∇·

[
1

ρ(x)2∇Ps(x, t)

]}
δρ(x) dx dt



∫ T

0

∫
Ω
q(x, t)δ(x)δfs(t) dx dt.



∫
Ω
a∇·b dx



∫
Ω
∇·(ab) dx−

∫
Ω
b ·∇a dx



∫
∂Ω
n̂ · b a dσ −

∫
Ω
b ·∇a dx.



b



n̂



Ω



∫
Ω
q(x, t)

1

c(x)2ρ(x)

∂

∂t
δPs(x, t) dx

∣∣∣∣∣
t=T

−
∫

Ω

∂q(x, t)

∂t

1

c(x)2ρ(x)
δPs(x, t) dx

∣∣∣∣∣
t=T



+
∫ T

0

∫
Ω
δPs(x, t)

1

c(x)2ρ(x)

∂2q(x, t)

∂t2
dx dt−

∫ T

0

∫
∂Ω
q(x, t)

1

ρ(x)

∂

∂n
δPs(x, t) dσ dt



−
∫ T

0

∫
Ω
δPs(x, t)∇·

[
1

ρ(x)
∇q(x, t)

]
dx dt =



∫ T

0

∫
Ω
δc(x)

[
1

c(x)3ρ(x)

∂2Ps(x, t)

∂t2

]
q(x, t) dx dt



−
∫ T

0

∫
Ω
δρ(x)

[
1

c(x)2ρ(x)2

∂2Ps(x, t)

∂t2
− 1

ρ(x)2∇Ps(x, t) ·∇
]
q(x, t) dx dt



+
∫ T

0

∫
∂Ω
δρ(x)

[
1

ρ(x)2

∂Ps(x, t)

∂n

]
q(x, t) dσ dt−

∫ T

0

∫
Ω
δfs(t)δ(x)q(x, t) dx dt.



t = 0



∂P/∂n = n̂ ·∇P



{
1

c(x)2ρ(x)

∂2

∂t2
−∇·

[
1

ρ(x)
∇
]}

q(x, t)



= −
∑
r,s

∂

∂z

{
δ(x− xr)

w(t)

ρ(x)

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]}



t = T



q(x, t)|t=T =
∂

∂t
q(x, t)

∣∣∣∣∣
t=T

= q(x, t)|∂Ω = 0.



δJ



∇cJ(x)



δJ

δc(x)
=
∫ T

0

1

c(x)3ρ(x)

∂2Ps(x, t)

∂t2
q(x, t)dt.



∇ρJ(x)



δJ

δρ(x)
=
∫ T

0

[
1

c(x)2ρ(x)2

∂2Ps(x, t)

∂t2
− 1

ρ(x)2∇Ps(x, t) ·∇
]
q(x, t)dt





−
∑
r,s

∫ T

0

δ(x− xr)

ρ(x)2

[
Drs(t)−

1

ρ(x)

∂Ps(x, t)

∂z

]
∂Ps(x, t)

∂z
w(t)dt



∇sJ(t)



δJ

δfs(t)
= q(x, t)|x=0



1
c3ρ

∂2P
∂t2



∇ρJ1



fs(t) = δ(t)


